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Определяется l-арная операция [ ]l, k вначале для любых целых k  2 и l  2 на декартовой степени Ak 
группоида A, а затем для любых целых k  2, l  2 и любой подстановки  множества {1, …, k} определя-
ется l-арная операция ( )l, , k. Строятся примеры ассоциативных и неассоциативных операций указан-
ного вида и приводятся некоторые их свойства. Отмечается, что при k = n, l = n – 1 операция [ ]l, k ана-
логична ассоциативной n-арной операции, которую Пост определил на множестве всех n-арных под-
становок. Доказано, что если A – группоид с единицей, содержащий элемент, отличный от единицы, то 
(sk + l)-арная операция [ ]sk+l, k, где 2  l  k, s  0 не является полуассоциативной, в частности ассоциа-
тивной. Установлена также неассоциативность l-арной операции ( )l, , k в случае, когда A – полугруппа 
с единицей, а подстановка l–1 не является тождественной. 
 
Введение. Простейшим примером операции на декартовой степени может служить операция, 
определенная покомпонентно на k-й декартовой степени Ak группоида A. К числу таких операций отно-
сятся, например, сложение комплексных чисел и покомпонентное сложение векторов, заданных своими 
координатами, и не относятся произведение комплексных чисел, произведение кватернионов и произве-
дение октонионов, которые определены соответственно на 2-й, 4-й и 8-й декартовой степени множества 
действительных чисел. Все перечисленные выше операции являются бинарными, из них только произве-
дение октонионов является неассоциативным. n-Арные операции на декартовых степенях при n  2 ра-
нее, как правило, не рассматривались, и по этой причине о них  мало что известно. Частичному устране-
нию указанного пробела будет способствовать данная работа, в которой для любых k  2, l  2 и любой 
подстановки   Sk на декартовой степени Ak группоида A определяются l-арная операция [ ]l, k и l-арная 
операция ( )l, , k и находятся условия, необходимые для неассоциативности этих операций. 
Определенную на множестве A n-арную операцию [ ] называют ассоциативной, если в A выполня-
ются тождества: 
[[x1x2  xn]xn+1  x2n–1] = [x1[x2  xnxn+1]  x2n–1] =  = [x1x2  xn–1[xn  x2n–1]]. 
Именно такую n-арную операцию, не называя ее ассоциативной, использовал Дернте в своем 
определении n-арной группы [1]. Если же в A выполняется тождество: 
[[x1x2  xn]xn+1  x2n–1] = [x1x2  xn–1[xn  x2n–1]], 
то n-арную операцию [ ] называют полуассоциативной. 
Информацию по n-арным группам можно найти в работах [2 – 5]. 
В статье символом Sk обозначается множество всех подстановок множества {1, , k}. 
1. l-Арная операция [ ]l, k. Пусть А – группоид, k  2, l  2. Определим на Аk вначале бинарную 
операцию 
x ◦ y = (x1, x2, …, xk) ◦ (y1, y2, …, yk) = (x1y2, x2y3, …, xk–1yk, xky1),                         (1) 
а затем l-арную операцию 
[x1x2 … xl]l, k = x1 ◦ (x2 ◦ ( … (xl–2 ◦ (xl–1 ◦ xl)) … )).  (2) 
Понятно, что операция [ ]2, k совпадает с операцией ◦. 
1.1. ПРИМЕР. Тернарная [ ]3, 2 и 4-арная [ ]4, 2 операции, определенные на R2, где R рассматривается 
как группоид с обычной операцией умножения чисел, имеют следующий вид: 
[(x1, x2)(y1, y2)(z1, z2)]3, 2 = (x1y2z1, x2y1z2); 
[(x1, x2)(y1, y2)(z1, z2)(u1, u2)]4, 2 = (x1y2z1u2, x2y1z2u1). 
Тернарная операция [ ]3, 3, определенная на R3, где R снова группоид с обычной операцией умно-
жения чисел, имеет следующий вид: 
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Проведя соответствующие вычисления, можно убедиться в ассоциативности  тернарной операции [ ]3, 2 
и неассоциативности 4-арной операции [ ]4, 2 и тернарной операции [ ]3, 3. 
Утверждения следующих двух лемм являются следствиями определения операции [ ]l, k. 
1.2. ЛЕММА. Пусть А – группоид, k  2, l  2, m  {1, …, l – 2}. Тогда  
[x1x2 … xl]l, k = [x1 … xm[xm+1 … xl]l–m, k]m+1, k, 
в частности, 
[x1 … xl]l, k = x1 ◦ [x2 … xl]l–1, k, [x1 … xl]l, k = [x1 … xl–2(xl–1 ◦ xl)]l–1, k. 
1.3. ЛЕММА. Пусть А – группоид с единицей 1, k  2, l  2, m  {1, …, l – 1}, e = (1, , 1
k
)  Ak. 
Тогда: 1) [
l
e e ]l, k = e; 2) [x1 … xm
ml
e e ]l, k = [x1 … xm]m, k. 
1.4. ЛЕММА. Пусть A – полугруппа, n  3, [ ]n, n–1 – n-арная операция, определенная на An–1 форму-
лой (2) при k = n – 1, l = n, xi = (xi1, xi2, , xi(n–1))  An–1, i = 1, , n. Тогда 
[x1x2  xn]n, n–1 = (y1, y2, , yn–1), 
где 
yj = x1jx2(j+1)  x(n–j)(n–1)x(n–j+1)1  x(n–1)(j–1)xnj, j = 1, , n – 1. 
Доказательство. Используя формулы (1) и (2), получим: 
[x1x2  xn–1xn]n,n–1 = x1 ◦ (x2 ◦ (  ((x(n–1)1, , x(n–1)(n–1)) ◦ (xn1, , xn(n–1)))  )) = 
= x1 ◦ (x2 ◦ (  (xn–2 ◦ (x(n–1)1xn2, x(n–1)2xn3, , x(n–1)(n–2)xn(n–1), x(n–1)(n–1)xn1))  )) = 
= x1 ◦ (x2 ◦ (  (xn–3 ◦ (x(n–2)1x(n–1)2xn3, x(n–2)2x(n–1)3xn4, , x(n–2)(n–2)x(n–1)(n–1)xn1, x(n–2)(n–1)x(n–1)1xn2))  )) =  
 = x1 ◦ (x21x32  xn(n–1), x22x33  x(n–1)(n–1)xn1,x23  x(n–2)(n–1)x(n–1)1xn2,  
, x2(n–2)x3(n–1)x41  xn(n–3), x2(n–1)x31  xn(n–2)) = 
= (x11x22  x(n–1)(n–1)xn1, x12x23  x(n–2)(n–1)x(n–1)1xn2, , x1(n–2)x2(n–1)x31  xn(n–2), x1(n–1)x21  xn(n–1)). 
Лемма доказана. 
Таким образом, согласно лемме 1.4, 
[x1x2  xn]n, n–1 = (x11x22  x(n–1)(n–1)xn1, x12x23  x(n–2)(n–1)x(n–1)1xn2,  
(3) 
, x1(n–2)x2(n–1)x31  xn(n–2), x1(n–1)x21  xn(n–1)). 
 
Тот, кто знаком с n-арными подстановками, заметит, что n-арная операция (3) аналогична n-арной 
операции, которую Пост определил на множестве всех n-арных подстановок [2 – 4]. Таким образом, мы 
показали, что если A – полугруппа, то n-арная операция [ ]n, n–1, определенная на An–1, может быть опре-
делена аналогично n-арной операции Поста, относительно которой, как он установил, множество всех  
n-арных подстановок является n-арной группой; в частности, эта n-арная операция ассоциативна. Можно 
предположить, что ассоциативной будет и n-арная операция (3). Это действительно так. 
1.5. ТЕОРЕМА. Если A – полугруппа, n  3, s  1, то операция [ ]s(n–1)+1, n–1 является ассоциативной. 
В частности, ассоциативна n-арная операция [ ]n, n–1. 
1.6. ЛЕММА. Пусть A – группоид с единицей 1, k  2, 2  l  k, s  0, r  1, c  A, 
e = (1, , 1
k

























































x]r+1, k для любого x  Ak. 
Доказательство  
1. Следует из определения операции ◦. 
2. Применяется 1) и определение операции ◦. 
3. Применяется 2) и определение операции ◦. 






















xk) = (x1, …, xk) = x. 




































































Заметим, что утверждение 3) предыдущей леммы при l = k вытекает из утверждения 4) этой же 





 , c). 
1.7. ЛЕММА. Пусть А – группоид с единицей 1, k ≥ 2, 2 ≤ l ≤ k + 1, s ≥ 0, c   A, c ≠ 1, 























































Доказательство.  Используя определение операции [ ]2, k и лемму 1.2, получим 
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1.8. ТЕОРЕМА. Пусть А – группоид с единицей 1, содержащий элемент c, отличный от 1, k ≥ 2, 
2 ≤ l ≤ k, s ≥ 0. Тогда (sk + l)-арная операция [ ]sk+l, k, определенная на Аk, не является полуассоциативной. 





















































l , с), 
 
то есть 




















l , с). (4) 
















































































































































































l ). (5) 





















]sk+l, k]sk+l, k. 
Это означает, что операция [ ]sk+l, k не является полуассоциативной. Теорема доказана. 
1.9 СЛЕДСТВИЕ. Пусть А – группоид с единицей 1, содержащий элемент, отличный от 1, k ≥ 2, 
2 ≤ l ≤ k, s ≥ 0. Тогда (sk + l)-арная операция [ ]sk+l, k, определенная на Аk не является ассоциативной. 
2. l-Арная операция ( )l, , k. Пусть A – полугруппа, k  2, l  2,  – подстановка из Sk. Определим 
на Ak l-арную операцию 
(x1x2  xl)l, , k = ( 11x 2σ(1)x   2( 1) (1)x ll   1 (1)x ll  , , 1x k 2 ( )x k   2( 1) ( )x ll k  1 ( )x ll k ). (6) 
2.1. ПРИМЕР. Укажем вид операций ( )3, , 3, ( )3, , 3 и ( )4,  , 3, где  = (1 2)  S3,  = (1 3)  S3, 
 = (1 3 2)  S3, 
(xyz)3, , 3 = (x1y2z1, x2y1z2, x3y3z3), (xyz)3, , 3 = (x1y3z1, x2y2z2, x3y1z3), 






2008                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 
 
 70 
2.2. ТЕОРЕМА. Пусть A – полугруппа, k  2, l  2,  – подстановка из Sk, удовлетворяющая усло-
вию l = . Тогда l-арная операция ( )l, , k является ассоциативной и для всех xi = (xi1, xi2, , xik)  Ak, 
i = 1, 2, , n верны равенства 
(x1x2  xl)l, , k = x1 σ
f
2







xl = x1 σ
f
2









где преобразование f: Ak Ak определяется следующим образом 
f: (x1, x2, , xk)  (x(1), x(2), , x(k)). 
2.3. ПРИМЕР. Полагая в (6) l = k = 3,  = (1 3 2), определим на R3 тернарную операцию 
[xyz] = (
1x 2(1) (1)y z  , 2x 2(2) (2)y z  , 3x 2(3) (3)y z  ) = (x1y3z2, x2y1z3, x3y2z1). 
Так как 3 – тождественная подстановка, то условие l =  не выполняется, а так как  
[[xyz]uv] = [(x1y3z2, x2y1z3, x3y2z1)uv] = (x1y3z2u3v2, x2y1z3u1v3, x3y2z1u2v1), 
[x[yzu]v] = [x(y1z3u2, y2z1u3, y3z2u1)v] = (x1y3z2u1v2, x2y1z3u2v3, x3y2z1u3v1), 
[xy[zuv]] = [xy(z1u3v2, z2u1v3, z3u2v1)] = (x1y3z2u1v3, x2y1z3u2v1, x3y2z1u3v2), 
то элементы x, y, z, u, v  R3 можно выбрать так, что будут выполняться неравенства: 
[[xyz]uv]  [x[yzu]v], x1 = y3 = z2 = v2 = 1, u3  u1; 
[[xyz]uv]  [xy[zuv]], x1 = y3 = z2 = u3 = u1 = 1, v2  v3; 
[x[yzu]v]  [xy[zuv]], x1 = y3 = z2 = u1 = 1, v2  v3. 
Следствием любого из трех записанных неравенств является неассоциативность операции [ ]. Из второго 
неравенства вытекает, что операция [ ] не является и полуассоциативной. 
Покажем, что тернарная операция, определенная на R3, не являющаяся ассоциативной, может быть 
полуассоциативной. 
2.4. ПРИМЕР. Определим на R3 тернарную операцию  
[xyz] = (x1y3z1, x2y1z2, x3y2z3). 
Так как  
[[xyz]uv] = [(x1y3z1, x2y1z2, x3y2z3)uv] = (x1y3z1u3v1, x2y1z2u1v2, x3y2z3u2v3), 
[xy[zuv]] = [xy(z1u3v1, z2u1v2, z3u2v3)] = (x1y3z1u3v1, x2y1z2u1v2, x3y2z3u2v3), 
[x[yzu]v] = [x(y1z3u1, y2z1u2, y3z2u3)v] = (x1y3z2u3v1, x2y1z3u1v2, x3y2z1u2v3), 
то 
[[xyz]uv] = [xy[zuv]]  [x[yzu]v] 
для любых x, y, z, u, v  R3. Следовательно, операция [ ] является полуассоциативной, но не является 
ассоциативной. 
Заметим, что операция [ ] из предыдущего примера не является операцией вида ( )l, , k. 
Покажем, что неравенство l   и наличие в полугруппе единицы является достаточным услови-
ем неассоциативности операции ( )l, , k. Для этого нам понадобятся следующие две леммы. 
2.5. ЛЕММА. Пусть A – множество, k  2,  – подстановка из Sk, f – преобразование из теоремы 
2.2. Тогда: 
1) f – биекция; 
2) для любого l  2 преобразование f l  множества A
k осуществляется по правилу 
f l : (x1, x2, , xk)  ( (1)x l , (2)x l , , ( )x l k ); 
3) f l  = f l  для любого l  2; 
4) если a  A, a = ( a, , a
k
 ), то σf ( )a  = a; 
5) если < A,  > – группоид, то f – автоморфизм группоида < Ak,  > с операцией 
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Доказательство 1) Если (z1, , zk) – любой элемент из Ak то, положив z1 = (1)x , , zk = ( )x k ,  
получим 
f: (x1, , xk)  ( (1)x , , (k)x ) = (z1, , zk). 
Следовательно, f – сюръекция. 
Предположим теперь, что для некоторых (x1, , xk), (y1, , yk)  Ak верно 
(
(1)x , , ( )x k ) = ( (1)y , , ( )y k ). 
Так как для любого j  {1, , k} существует такой i  {1, , k}, что j = (i), то из 
( )x i  = ( )y i  следует 
xj = yj, откуда (x1, , xk) = (y1, , yk). Следовательно, f – инъекция, а значит и биекция. 





 ffk1 ))x,,x((  = 
 
f
k)k(1)1( )yx,,yx(  = 
= 
(1) ( )(y , , y )k   = ( (1)) ( ( ))(x , , x )k     = 2 2(1) ( )(x , , x )k  , 
то 
2
1( , , )
f
kx x
  = 2 2(1) ( )(x , ,x ).k   Используя индукцию, предположим, что 
1




  = ( 1 (1)x l , , 1 ( )x l k ). 
Тогда 
1(x , , x )
lf
k
  = 
1









    = 
= (1) ( )(z , , z )k   = 1 1( (1)) ( ( ))(x , , x )l l k      = (1) ( )(x , , x )l l k  , 
то есть 1(x , , x )
lf
k
  = 
(1) ( )
(x , ,x )l l k  . 
3) Следует из 2) и определения преобразования f. 
4) Следует из определения преобразования f. 
5) Так как  
 σf(x y)  = ((
1x , , kx )  ( 1y , , y ))
f
k
  = 1 1(u x y , , u x y )
f
k k k  
    1  =  
( (1) (1) (1) ( ) ( ) ( )u x y , , u x y )k k k             = (1) ( ) (1) ( )(x , , x ) (y , , y )k k        = 
σ σf fx  y , 
то  σf(x y)  = σ σf fx  y , то есть f – автоморфизм группоида< Ak,  >. Лемма доказана. 
2.6. ЛЕММА. Пусть A – полугруппа, k  2, l  2,  – подстановка из Sk, xi = (xi1, , xik)  Ak. Тогда 
(x1x2  xk)l, , k = 

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x x , то 


   
1
1σ σ σ σ
ff f f
1 2 1 2
x x x x x x
l
l
l l 1 111 1 2 (1) 2 ( ) (1) ( )
(x , , x )(x , , x ) (x , , x )l lk k l l k          
1 111 2 (1) 1 2 ( )(1) ( )
(x x x , , x x x )l lk kl l k         (x1x2  xl)l, , k.. 
Лемма доказана. 
2.7. ЛЕММА. Пусть A – множество, состоящее более чем из одного элемента, k  2, l  2,  и  – 
подстановки из Sk. Если σ
f
x  = τ
f
x  для любого x  Ak, то  = . 
Доказательство. Пусть a, b  A, a  b. Выберем произвольно j  {1, , k}, и пусть (j) = i. Если 
при этом (m) = i, то, полагая  
x = (x1 = a, , xi–1 = a, xi = b, xi+1 = a, , xk = a), 
получим 
(1) ( 1) ( ) ( 1) ( )(x a, , x a,x x b, x a, , x a),j j i j k               
(1) ( 1) ( ) ( 1) ( )(x a, , x a,x x b, x a, , x a)m m i m k              , 
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Последнее равенство возможно только при j = m. Следовательно, (j) = (j).  
Так как элемент j выбран в {1, 2, , k} произвольно, то  = . Лемма доказана. 
2.8. ТЕОРЕМА. Пусть A – полугруппа с единицей, k  2, l  2,  – подстановка из Sk, удовлетво-
ряющая условию l  . Тогда l-арная операция ( )l, , k не является полуассоциативной. 
Доказательство. Если предположить полуассоциативность операции ( )l, , k, то в A выполняется 
тождество: 
((x1x2  xl)l, , kxl+1  x2l–2x2l–1)l, , k = (x1x2  xl–1(xl  x2l–2x2l–1)l, , k)l, , k . 
Тогда ввиду леммы 2.6 
   
    
2 1 2 1
σ σ σ σ σ σf f f f f f
1 2 1 1 2 2 2 1
x x x x x x x
l l l l
l l l l l
 = ( )
   
    
2 2 1 1
σ σ σ σ σ σf f f f f f
1 2 1 1 2 2 2 1
x x x x x x x
l l l l
l l l l l
. 
Так как согласно утверждению 5) леммы 2.5 f – автоморфизм полугруппы Ak, то последнее равенство 











































Если 1 – единица полугруппы A, e = (
k
1, , 1 ), то согласно утверждению 4) леммы 2.5, f ( )t e  = e 
для любого t  1. Кроме того, ясно, что e – единица полугруппы Ak. Поэтому, полагая в записанном выше 
























 для любого xl+1  Ak. Применяя к последнему равенству лемму 2.7, получим  = l, что 
противоречит условию   l.  
Таким образом, предположение о полуассоциативности операции ( )l, , k неверно.  
Теорема доказана. 
2.9. СЛЕДСТВИЕ. Пусть A – полугруппа с единицей, k  2, l  2,  – подстановка из Sk, удовле-
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